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Grafer

En graf 6 = (V
,
E) bestar an

· en landlig) Mangt V Vais element Kallas noter Seller horn)
· oh en mangd E met Kanter Som ar cordinate par ou moder

Forkortar offere ab for kanten Ga
,
b3

Ibland tillats oglor/copar ,
d.

V
.

S
. 1 . ex

.
Sa

,
a

Ibland tillats multigraf ,
d

.
V

.
So flern Kanter met Samma par or note

Grannar

X
,
y & V sags Vara grannar (neighbors , adjacent) i grafen om Xy-SE

For en graf G = /V
,
El definierar Vi grannmangten

No(x) : = (y(Xy & E3 (eler bara N(x)

I en granulista labjacency list) for Ganges for Varje horn Viltra

dess grannar ar

El annot of att anvinda en granmatric & meb rader our

kolummer indexerate ar V
,
Gr R = Smi

, jb , Rij
=

&,its
D .

V .
S . 1 i position ij om horn; oh hirn ; or grannar,

8 annors
.

Antalet grannar en not X hav Kallas for Jess Valens (eller grad)
On betecinas S(X)

,
S(x) = IN(X)

Grafisomorfi

Informellt : "Ner de kan vitas likadant Sa nar som po hirnens namn .

"

Formellt : 6. =(V
,
El

,
Ge = /Va

,
En) trai grafer ,

en Funktion
- : Ve -> V2 ar en grafisomorfi)



a) far en bijektion
b

.) Vx , y Eve galler EX
,
3 G Ep [f(x) ,

f(x2}E

Ge ah Em Sags We Vara isomorfa

Omformulering : Tha grafer ar isomorfa Om man kan permuters

ordningen po raterna (och Kolumnernal Sa cult

granmatriserna blir identiska .

Nagra Speciella grafer

kn = (V ,
E) Jar IVl = n oh E = EXy(Xx

, y & V
,

X # Y} Kallas
ben kompletta grafen pan noter

.

Kalles aven klick.

En Ekelgrafen ,
ar grafen pane moder 51

,
2

, ...,
nb oh met

Kanter [40
,
23

,
32

,
33

, ...,
En-1

,
ub

,
Sn , +33

Knim = (V
,
E) bar V-Exe

, ...,
Xn

,
1 ..,

Ym3 ach

E = SX1y ;
Vin

,
1j my Kallas den Kompletta bipartita grafen par

n oh m noder.

Reguljara grafer

En graf Kallas Veguljar om alla noder har Samma Valens.

Cykeln In ar reguljar med Valens 2
, Kompletta grafen Kn or reguljar

med Valens n-1 .

Handskakningslemmat

Sats Satsen am Valensernas Summa : For Varie graf G = IV
,
E) galler

[S(x) = 2 . IE

Kombinatoriskt bevis : Vaka Samma Sali pi tra Miln Satt



Vi Sager alt en not ar:

- Ulta Om den har udda Valens

- jamn em den har jamn Valens

Lemma (Nandskakningslemmat) : For varje graf 6 = /V
,
E) galler at

antalet wate noter ar jamnt
.
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Delgrafer oth Vandring or

Givet on graf 6 = (V
,
E)

, Sagar Viaten annon graf 60 = (V
,
E) or

en Gelgraf till G Om VIV oh E& E.

En Vandring (eller promenal ,"Walk") i en graf G = (v
,
E)r en

Sekvens or moder Veve ... Vf War Vivie & E for : = 1
...

-1 .

Nagra Viktiga Specialfall :

· En Vag (trail) : en Vandring dar alla passerate Kanter ar Olika (nober fir appropus
· En Stig (path) : en Vag Metalla Vi Olika

· En Krets Kircuit) : en Slaten Vag ,
dus en Vag VeVz ... Vot Med Ve =Vete

· En Cykel (ycle) : en brats VIV ...Vete med VVa ... Ve en stig #3

ocksa en delgraf isomort met Chelgrafen or

Sammanhangande
En graf G ar Sammanhangande Om det for Varje par ar moder X

,
X & V finns en

Stig Fran X till.

En komponent i G ar en maximal Sammanhangante Gelgraf.

Antal Vandringar

Sats Antalet Vandringer ou lange u Mellan moderna : oh ; i grafen G

ar ij-elementet i matrisen Ar
,

her Ar granmatrisen for 6.

Eulerste

En graf ar enlerst Om Get finns en Grets (Slaten Vagl Som passerar Varje

Kanti grafen exakt en ging. Ibland pratar man Elsa em en eulerVag ,

Vilket ar en Vig Som anvander alle Kanter en gang ,
men som fir borje och

Slutri olika noder.

Sats En Sammanhangande graf 6 ar enlerste om on endast or Varje
not har en jamn Valens.

Foljdsats En Sammanhangande graf 6-(V ,
E) hav en enlerving on



on endest om antalet wate noder ar deller 2.

Hamiltonsk
En hamiltoncytel : en IVI Stig Id.

V
.
S. en cykel genom alla grafens noter)

En hamiltonstigr en Stig genom alla noter

Sats Varje graf 6 = /V
,
E) med minst 3 noter Sadara al

Xx &V
,
S(X) IVI/2 har en hamilton ckel

Tillamping

Optimeringsproblem :

· Brevbararproblemet : bestam Kortaste Vandring Som tacker Varje
gata minst enging

· Handelsresande problemet (TSP) : bestim Kortaste Vandring som

besoter Varje not minst en ging
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Trab

En grafr elt trad T = /V
,
E) om den r Sammanhangande Och

Wtan Cycler.

Sats For ett trit T = (V
,
E) galler : Vx

, x & V finns Let on white
Stis fron x till y i

T

.

Sats For etttrat T = IV
,
El galler Even : Om en trant i tas bot,

aterstar tra trad . (givet IE11)
E = v - 1(om(v1-1)

En Skog 6 = (V
,
E) aren graf utan cytler. Bestar a

Komponenter Som r trad.

Ett tril T = /V
,
E') ar ett lupp)Spannende trit till en graf

= (v
,
E) om V = V oh EGE

_

D .
V

.
S

.
Tar trad Somr en

belgraf till 6 Som imfattar Samtliga noder . Varje Summan hangande
graf hav ett Spannande trad.

Nodfaighing
En getkand fargning or noter Sta Vara Sadan at granmar far
Olika farg .

Formellt : Godtrand notfaughingot grafen G = (v
,
E) ar en funktion

6 = v -> 2 Sa aft Xy & E = ((x) + ((y)

Kromatiskatalet
Kromatiska talet X(6) for G ar det minsta antalet farger Som 6 Fan

notfargas meb .

En graf med2(6) = Kallas bipartit.

En givig algorithm
lat (6) betecknar Maxvalensen for 6

.
En giving algorithm for att

approximera 1(6) ar Foljande.
1. Ordna horen : Ve ,

V
, ...

un



2. Valji ordning(vi) ,
<Ve)

, . . .,
4Vn) Som Minista mijliga positiva

heltal
, givet Le Vedan Valla.

Sats For Varje graf G galler

a)((6) = A(b) + 1

b
.) Om G Sammanhangande och inte reguljar Sa 2(6) = (6)

Kromatiska polynomet
Det Kromatiska polynomet 10(k) for en graf Gar antalet satt att

notfarga grafen 6-IV
,
E) met (higst) Farger .

For enkla grafer blir

2(6) en produkt ,
t

.

ex . Komplete grafen ,
trid.

For 6 = /V
,
E)

,
e@t definierar Vigrafen Ge Som grafen 6 met

Kantene bottagen , Ge Som grafen G med Kanter 2 Fontraheral

Sats For Vorje graf G = (V
,
El

,
eE galler : Zolk = Yoelk)-Zore(k) .

Med recursion Kan man Visa foljande om Get Kromatiska polynomet :

1. 2(6) ar ext polynom
2

.
Des higstagratstermr! NasthigstagradstermU-ErN

3. Koefficienterna ar heltal oh alternerance > 0 Och <8

4. Konstanttermen ar 8 Iom (VI> )

Kromatiska talet 2(6) ar Get ministe K= 0
, 1 ,

2, ...,
met /6) *
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Bipartita grafer
Grafer 6 = (v

,
E) med2(6) 12 kallas en bipartit . Man kan Labela

upp notmangderna : Le tra fargklasserna V= XVY
,
fir XnY = 0.

Alltsa galler att alla Kanter gar mellan en nobi X Oth en not :Y.

Planara grafer
En plan graf ar en "konkret graf" i ett plan

,
Gar Noterna ar dika punkter

i planet oh Kanterna ar Kurvor Som For binder Sina noter
,

Utan att Olika

Kanter har antra punkter an Sina noder gemensamt

Definition : Engraf G-(V ,
E) ar planar om den ar isomorf met er

plan graf,

En graf kan Vitas utan Korsande Hunter paen star precis om den kan
bet i ett plan.

Kanterna (och noberna) i en plan graf belar in planet i Sammanhangante
regioner 1 = "Delytor" = "Amraden" = "Fasetter")

For en plan graf betecknar viantalet noter med n
,

antalet Kanter meb 6,
antalet regioner for r och antalet Komponenter for C.

Sats For varje plan graf galler n - k + r - C = 1

Om grafenr Sammanhangande galler Eulers polyeberformel :

n - k + v = 2

Filjder ar polyeterformen
Filjt er attr ar Samma for alla inbattningar on en planar graf.



Foljtsats 4 :

For en planar graf met n noter
,
I Kanter On Componenter galler on

-3 2 = 3n =k + 3(6+2)

Om grafen ar Sammanhangande (c = 1) galler : 3n>+ 6

Folj(Sats 2 : 6 planr
,
bipartit ,

on #33 : In > (c + 1)

OmG oksar Sammanhangande galler : In 34

Foljtsats 3 : G + (V
,
E) planar och ex2 digaller An&S(x) < 6

Karakteristering av planara grafer
Om en grafr icke-planar "innerhaller" ben alltic (minst) en artig an Ka

,
3

:

WagnersSats : Grafen G ar icke-planar omm en graf Somr

isomort med Ks eller Ka
, e

Kan Fas Trin G met en faljt
10 ever fleral at Operationerna :

·Taborten not (och Jess franfer)
· ta bort en Kant
· Kontvahera en Kant /"bra hop" noterna Vid Garten till en my not.

In graf som fas med dessa operationer Kallas en minor.

Forfargssatsen

Sats 6 planar - 2(6) -↑

Duala grafet
Givet en plan graf G Kan Vi Finna Less Guala graf G Si :

· lagg en 67-not i varje G-region
· for Varje G-kant

, drag en f Kant Mellan G hoberna i

G-regionerna vil den



6 ar alltik en plan graf ,
men den ar inte sakert enkel /kar ha iglor och

Multipla Kanter) .

G behover ej heller varn enkel.

For Varje plan graf G or G Sammanhangande .

Sats For Varje plan graf 6 galler : Gar Sammanhangande 65)6
+

)
+

Reglelbandna polyedrar
En regelbunden polyeder ar en konvex polyeder med alla Sidoxtor Vegelbandna
b-horningar oh alla horn Kongruenta ,

or grad a .

Vi Star nur Visa att Let

finns exakt fem stycken : tetraetern
,

kaben
,

obtaebern
,

dobetaedern oh ikoswetern

IKallas platonskar Kropparna) .

Plana grafen for en Vegelbunden Polyeter r dabbelt reguljar.

n - k + V = 2
,

2k = an = br

Detta ger 2 +2+ (a-abb ah darfr maste

2a- ab + 1670
,

Vilket ar Samma Som (a-2)(b-2) -4
,
2 = an -br

Efferson a
,

b = 3 blir de enda majligheterna
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Bipartita grafer
En bipartit graf 6- (XvY

, E) : X1Y = 0
,

alla Kanter Mellan X on Y

Gar 2-(nod) Fargbar

Sats 6 bipartit =ES(x)= S(x) = IE

Sats G bipartit/ Let finns ingen udda Cytel : 6.

Kantfargningar
En kantfarging or grafen 6 = (V

, E) :

· en funktion f : E 2
+

· Sa att erner = 1 = flepf F(ez)
· J

.
V

.
S. Kanter till Samma not har olitan farg

Kromatiskt index 2(6) for 6 :

·Minsta antalet farger som 6 Kan Kantfrgas Med

Lemma 6 = (V
,
E) graf ,

76) > (6)

Sats For bipartit graf 6 = (XVY
,
E) galler X(6) = (6)

Sats For alla grafer 6 galler b = X(6) * (6) + /

Latins Kratiat
En latinsk Krabrat ar en nxn-matris bar talen 1

, ...,
n finns exakt

en ging : Varje rad oh i Varje Kolumn
.

Finns mijlig bijektion Mellan nxn-latinska katrater ach Kantfargringar

av Knin .
Kanten Mellan Vi ,

K
j fargas met siffrin s Som Star pa (v

, j).

En annan mojlig bijektion mellan nxn-latinsta Arvatrater Ooh

Kantfargningar au Knin .
Kanten Mellan s on kj farges med raden

V
: Som star pi position (i

, j) i matrisen.



Latinska Vektangel
Lat mXn-Latinsk rektangel Vara en man-matris dar 1

....
n

firekommer exakt en ging i Varje Vad Oh hogst en gang : Varje
Kolumn

.

Sats En Latinst MXn-Vektangel (m > n) Kan utvidgas til
en Latinsk nxn-Krabrat
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Matchningar
En matching M for grafen 6 = (V

,
E) : MG E

,
Kanterna i M Parvis disjunkta.

Noter som tillhor nagon fant i M Kallas mattade annars Omattage.

Om 6 = /XVY
,
E) bipartit Sager Viatt en matching Mar Komplett lar X)

Om Varje nod i X ar matted or M.

Starsta Matching M : Samanga ou Gis noder Som mojligt ingar,
6

.V .
S

.
attIM) ar maximal

En M-alternerande Stis har Varannan Kant : M on Varannan

wanfr M .

En M-utkande stigr en alternerante Stig Som borjar
oh Slatar i smatted mod.

Berges lemma G bipartit graf , M Starsta matching i GM-utkande

Stig ,

For A & V definievar ViNIA) = Ex & Y [x
,
x3&E for night X & A3.

Halls Sorts For bipartit graf 6 = (XVY
, E) galler :

6 har en Komplett Matching (arX) <=> NSA) = A
,

alla AIX

Storsta matching
Berges lemma kan anvandas for en algoritm atthitta en Stirsta matching
: en graf G.

1
. Borja med matching M.

2. Sok efter M-Wtkande Stig S mell breld-first-stening .

2
.
1

. Borja fran smatted not X & X

2
.
1 . Betrukta alla en grannar N(X) = Sy

, ...,] ·

Om Ugh in ar

amattat Ser kamten XX: en M-Wtkande Stig
1. 3 . Omej , lagg till moder X

, ....
*
I mathade med yo

, ..., yo arm .

2
.
4

.

Gr om 2 . 2 for alla Xo
, ..., Xy

i



3. Om M-Wtkanto Stig firms
,
Konstrueva starre matching m

an gar zigen . Annas gar 2 med annan Start nod X .

4. Om M-Hokande Stig into finns effer att ha kort from
2 met alla mattade noter X

,
de r Men starsta matching enligt

Berges lemma.

Defekt

Sats Om M ar en Starsta matching i bipartic graf G = (xvY
,
E)

galler : (M1 = (x)-((6)
,
far &(6) = maxaex(1A)-INA))),

grafens Gefelt/understoft
.

Transversalev

om = 35
:
3 ar en uppsitting mangder ,

kallas en Mango Each med

aES :
for allo i ach a faj om ifj for en transversal Seller ett system

av skilda representanter) for X.

-

sats X = ESigle hav en transversal omm WSi > T for all

TG21
,
2

, ...,
63
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Permutatiour

Bijektion : x -*
T
.X. = 31

,
2

, ...., hi for hagst ne Rt
.

Kan skrivas som Funktion
,
n(1) = i

,
π(z) = 5

,
in(s) = 2

,
i) = 1

#(5) = 3
,
(6) = 6

1 23456
Trivaborustation is 2136

Enradersnotation 452136

belnotation (14)(253)(6)

Gar Even att skrivn Som riktad grof

Mangden ar alla permutationer or 31
,
2

, ...,
n) Skris Sn

.

Antal permutationer ar Sn = n !

Sats Om permutationer

Omn ,
5 , + ESn :

1.GESn
2

. Ma+) = π(+ )+

3. but finns it eSu Si alt it is - id in= it for alla it

4.
.

but finns in ESn Suat-m = is

&roningen ar en permutation it or but lighte 11 S...

~ #
11 = i) .

Skrivs Som 0(m) = ↳

Lemma Ordningen for en permutation NeSn r minsta

genensamma multipen atyellingberna i it.



Permutationsmatriser

Permutationan Me Su Kan beskrivas me permutationsmotriso:

M
it

en (nxn)-matris met cement m=Omi
M

no
= Mito

,
d

.
V . S

. SammanSittingen : Sn motsvavas precis
a matrismultiplization.

Partitioner or heltal

En partition a nEN :

n = ne + n2 +... + my ,

n = 23 ...
= ng31

Antalet partitioner or ni precis delar : Poln) Oun totala
antulet partitioner ar n : pin)

Permutationers Eykeltyp

En permutations ayketip or partitionen Som gas or Cykellingderna

Ex .

n = 1127)(35)/4486940) garykeltip [223i]

Sats Antulot permutationer or typ [1*...** J :

n !

142 ...!...!
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Konjugerade permutational

Tra permutationer &
,BESn ar konjugar ande Or but

finns en permutation & ESn Sidon att B = &d of

Delta definiera en etVivalas relation pr Su
.

Sats &, ESn ar konjagerande Om Oh enjust om do hav
Samma Cykultyp.

Konserves 1 : Ebivalensklasser ar Konjngevande permutations
motsunar bijektivt partitionar an n.

&" ... ]
,
di n = 1 . 4 + 2 . 42 +...+ k.

Konscevens 2 : No on tit har Samma cykelstraktor

Vata/jemna permutationar

In transposition or en permutation or top S2),
2 .V .

S . + = (b) ESn
,

a + b

Om it or an top setz ..K Er Cr)-Cett- Er
antulet cykleri it.

For alla in E Sn : i = Y ... Tate for night I own Migra

transpositioner + ,

T
, ..., Tr

sats Om in skrivs Som SummonSittingon or transpositional
per tra diwa Sat i = Mr ... Ente -Th ... Th has
~ an 5'Summa paritet .

↓ef it ar en jewnludda) permutation om och enjust

·m var jemnt(nada)-



Tacknet (Signum) for i
,
San i= =[

Uppfyller Faljande :

Sgula) = Syn it Sync
SonT = Syn i

4gn(cc ) = SgnX

Foren Cykel or lingtj galler :

(xexz ... Xj) = (xeXj)(x +
+
i 1) ... (x+Xy)(X+Xz)

Sgn)x + Xz ... xj) = 7 +15 - 2

Konsekvens : En cykel If en jimn permutation on our

endust on den hav en wddn langt.

Summa tellen i hal konjugatblasen . Om it i or top
[1"..o] ar :

Sgnn = 1 - p(n
- cπ)

= 7+)b
+ 24 + ...

En jamn permutation ar en med off jamnt antel cyklera
jamn lingt .

Sats 1 Sn (n > 1) ar haften ar permutationarm
jamna ,

haften udder

Videra galler : Om A ar nxn-matric or

but A =ESyn-W.
=> Sign in bet Min
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Grupper

En grupp 616 ,
x) or en mingd 6 tillsammens med on

binar operation * Som uppfiller :

6) (SIwten) For alla X
, y EG galler alt X *YEG

62 /Associativ) For wha X
,
x

.
zE6 galler (x*Y) * z + X * ( **z)

6) (Identitat) Dat Finns eEG Saalt exX = XXe = X
,

e Kallas identitaten

laven enhetsclementet
6 lInVers) For alla X 6 finns x/G S2 a x*x=XXX = e

,
* Kallas inversen till X

.

&m Grt galler att X **= Y * X for all X
,
%EG Dallas sruppen for

abeik/kommutativ

Forkortad notation :

X * y = XY

e = 1

X = X
-1

Satser on grapper

Sats 6 grap ,
X

, X
,
zE6

i . Xy = xz = y = z

ii. YX = zx =) y = z

Sats G
grupp ,

a
,
b 0

,

Li hav evaxxb unik losing : 6.

sats 6 in an grupp

i
.
VaEG

,
ax = a har white ligning = > identitates (ar white

ii .
Va EG

,
aX-1 has whil lishing> inverse a ar unit

iii
. Grupptabellan ar en Latinst Evaluat

,
One G ardig grupp



Grupper ,srdning

Nestalspotenscrogruppe m returnis
Xi= X

* = = x
- 1 X = =x

x
+ 3

,
532

Xo : = X

Raknelagar xuyn = xmen
,

(xm" - yun

Ortningen for eff element 86 Skrivs olg) own (2).

0 (g) =Som ,
let

,
higot no : minste sident

annus : *

Sats om o(g) = m Sigaller g5 = 1> MIS

Gruppisomorfi

16
,
* )

,
162

, (tragrupper &Ch B : 60 -> 62 ar on bijektion.

Bar en isomorfi om Va , 9 E6e

Dir Ge & Ge interfa our Striver (60
,**16, I elle

6- Gr

Komorfi ar en etrivalensulation pr mangdon on grupper.
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Cykliska grupper

Engrupp ar Cyblisk Om for nagot XEG Varje &G ar xV for Nagot
nEZ .

X genererar 6
,
6- <X(

o(x) = m : (m = 21
,

X
, xY ...,

x
*

32(zm ,+)
-(x) = 0 = ( = 1

...,
x2

,
x1

,
x

,
x2

...
)z(z ,+ )

Direkta Produkter a gruppen

Om A
,
B ar grupper ,

ar (AxB , *) Wat (e
,
bet * (n2

,
da) = Japan

,
bobal

Ocksa en grupp och Ballas Jone diretta produkten or A oth B.

Sats Im m och nr Velativt prima Sir <mmm XIn

6On 62 abelin => Ge X 62 abrisk

Delgrupper

Har Gelgrupp till (6 ,
x) Om HEG on (H

,
* ) ar en grupp.

Sats Om G as en grupp Oh HEG galler at

H or en Gulgrupp till 6)

So H

S1X ,
y8k,

=) Xy &ES2X(H = x
1

= H

Om Warndlig Vacher so on S1 .

Om 6 ar en grupp r z)6) = [76/zy = gz for alla 9863
en delgrupp till 6 or Walls for Gis centrum.



Varje X*6 generevar en Cyclist Gelgrupp.

(x) = 2x 1 = =2)

Dar O(x) = (x))

Cayleygraf

En Caylexgraf for an grupp beskriver gruppen fullstindist.

Grafen har eff horn for varje element i gruppen on Om

gruppen genevers or as ,
... hav den Vietude Kanter met with

morkningm/firger Stavande mat ab,...

En grupp Kan ha Oliba
,

icea-isomorta , Caylexgrafer med

Olika generatorer
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Siddklasser

Om Har en Celgrupp till 6 Oth g
& G ar

gH = Egh heH3 en VanSterSidoklaSS till HO

Ha = Shy/hEH3 en hogersiclass

(N) = (gH) = (Hq)

Sidoklasserna gar en partition an 6 : like Storm Mangder.

Sats HGelgrupp till 6
. Vanstersicoklasserma till N formar on

mingdaparation av 6 . D .
V

.S . for ge 92 EG galle

ge = get eller get get = ⑪

Killer aren higersidoklassermal

Lagranges Sats

Sats 6 andlig grupp On N Gelgrupp till 6
. Dafinns positive heltal # Si

alt 161 = k . (H)

Antalet SidKlasser till N: 6 betecanes 16 : N1- i wan ballas

His index : 6.

Sats 6 andlis grupp ,
986 on 161m

/
di galler : i) olg) on ii) gh+

Sats G grupp On 161 + p for Nagot primtal p .
Do as Grp

Normal Gely tupp
Daigr-ppan N till 6 Wallas en normal Golgrupp Om . m.

Vanstarsidklasserna-hogesidklasserma
,

d
.
V

.S.

& N = Ng for allo ge G

=> G/N = EgN1g863 kvotgruppen



F12

Automorfier

=>(V
,
El en graf mad V = [1

,
2

, ...,
n)

En bijektion : i : V -> V
, Satan WH XxEc=(x)(y) & E KallaS

en automorfi
,

G
.V .

S. In isomorfi from grafen till Sig SjaN.

Mangten au alla automorfier Ant)r) bildow en grupp Med SammanSatthins
ar bijektioner som operation.

GruppVerkan
For en grupp G Saga Vict 6 Varkw pi * #* or en manst) om

*gE6 ,
4 :-> r en bijektion Oth

-ge 1 9276 ,

Xe (g +
+ y2)(x) = g +(gz(x))

- Yx=
1 (x() = X

OBS : G, ar andligi Janna Kurs

G BS : Strive Ofte gX installet for g(x)

Sats 161 = 161 : 16)

For gE6 definiews g : S fixpuntsmans Som F(s) : =(x* (g(x)=x)

Sats

Dursimmo ,
Nd6Var

Bana
Om 6 Vorkur pi on XE* Sa Kallus Gx := g(x) : 9 863 for
banan (orbit)

,
en falmingt till . Banana bildar on

Mandoperation on *

Stabilisatin
Stabilisator for x: 6 : = EgE61g(X) = x3

,
en delgrupp

till 6.



Seminarium 3

+ 13

Repetition
,

modular aritmetik

X = Y (msdm)
,

eler XFmY innebar m((v-y) an lases

"X or Kongument med y modulo m".

Manghen at alla heltal
,

E
,
delas in i m st Klasser on

Kongumenta tal :

[0]m = 50
,
Im, 2m

, ...
3

[bm = 41 ,
+ m+ 1

,
= 2m +1

....
3

.
[m - 13m = 4 - 1

,
= m - 1

,
y 2m - 1

....)

Dessa utgar ("heltulen moculo m") : Em = [20]m ,
(1) m

, ... ,
[m -D m)

Sats X=mX2
,

41 =myz = X+ 41 FmX2 + Y
,
xxx Em X2%

Vi Kan alltsa definiera + on X pri Em :

[a]mo[b]m = Saob]m for o = +, X

Oftast Skriver man &m = 191
, ...,

m-13 Oi Valena t

och X "Som Vanlist men (mom)".

VE Em ar inverterbart Om och enfast Om bet finns
X &

m met rx =1 : Em
.

X : et Kallas UI
,

vis invers

VX = 1 :Im Om . m . UX-km=1 for Nagot K&Z
,

Sa r Kan bestimmes

Mel Eaklides algoritm.

Sats V & Em ar inverterbart Om . m Sgt( ,
m) = 1 ( : 2)



Definierw Um = VlEm) = EX & Em : X inverterbar

Sats (Um
,
X) ar en grapp ,

met multiplikation modula me

Linjara elvationer i Im

Linjar Kongresser or linjara elivationer : Em :

aX = b (modm))ax = bi 2m)aX-km = b for magst k & 2

Saekvationenr lisber Om . m . d = Sgbla ,
b) /b

Allmant for ax = b (mod m) :

- Oma = Sybla ,
m)/b

,
sa finns & slika losningar (mm) ,

C
.V .

S. (

Oliva lisningar : Em
.

- Inga losningar alls om 59))a ,
m) b

Rakneregler :

aX = ay(mod m) (=> X = y(mobm) om Sgb(a ,
m) = &

ax = ay(my)an)(= ) X = y(mo)n)
a + y => aX = y (moun)

Kinesiska Vestsatsen

Sats hat me
,
M
, ..., My Vara Positiva tal Sa a SgGmc, mj) =&

for alla 1 iEjEK .

Da hav systemat as KongVmenserfor all a

niz)
X = n , 1 mod my
X = ay I mot meE i

i

X = ap(mo) mp)

en loshing ,
Oth Jenna ar Unik modulo memo me ... My



Kinesiska Vestsatsen
,

teoretisk beskrivning

Modulerna M
, ar parvis relative prima ouh m = mp . m...... My

Vi definierar Jen "Naturliga arbildningen"

:Em..E els

Kinesista restsatsen ger inversen till Canna avbilding :

X = f+(a
,
az ...., ak) -

Fran definitionen ar Girekt produkt far vi :

((x)m
, ,

.
.

., (x] my) + (2)
m , , ... ,

[x]mil

= ((x) me + [43m
-i . .

.,
[X]

my
+ (y]m) = ((x +ym

, , ...,
(x++3mp)

Vilket
ger gruppisomorfin ZmZm. x ... X

me

sats Om M
, ..., mp

ar parris relative prima galler for CyElisha

grupper :

Sme
...mpCmeX ...

X Imp

Samma Sak galler for multiplication befinieval Koordinatvis

((x]m
. ,

.
.

.,
(x)my) : ((y]m

.. ..., (Smal =

(Ex) m.[]me ...,
[x]

my [x]mp) = ((XY
my , ... ,

Sx · x]mpl
Detta ger oss en isomorfi ou Vingar :

(2m
,
+ , ) = )meit

,
%)x

...

x (Emp +,%
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.

Eulers - Funktion

Eulers - funktion : (n) = 1x21
,
2

, ..., n3 Sgbx ,
n) = 13

Sats Om n22
, nepper Pe ...., Pr Olika primtal ,

alla e
, >1) :

p(n) = n(1- ) ...
(1 - f)

Det Folger Es alt ar multiplikativ
,

C .
V

.
S

. Sgt)m ,
n) = 1 =) Almn) = (m)((n)

Sats For alla positiva haltal n galler at En 06) = n

Eulers Oh Fermats Satser

Yar inverterbar : Em => yPr = 1 : Em
,

d
.
v . S Whtrechti2

(Eulers Sats) : Syb)y ,
m) = 1 = yd(m) = m

Speciellt Om p primtal : #dyP = 1 : Ep ,
G .

V
.
S

.
i 2

/Fermats Lilla Sats) : pry = yP
*

= &

Sayi = y ,
alla y &pay = py ,

allay 22

Mobius funktionen

Mobinsfunktionen

S
d = 1

M(L)= #216
, Night K2

d = prPz ... Pr
,

Olika primtal

Sats (n) = Ean Ma)

Sats [anM) = S(n) =20



Mabins inversionsformel

F
, g :,

-> D Caritmetiska Funktioner

f(n) = [y(2)()g(n) = EM)f()

Cyliska grupper

Sats Om Gr en grupp Med (6) = n32
,
Sair (i)

,
lii) an livi)

evivalente

(i). Gar CyklistE (ii). Valn => ((x 6 ; x = 13) = d

(iii)
.
(((n => 14x6 ; %(x) = (3) = 016)

Filtats Alla belgrupper fill In ar Cykliska.

Dot finns precis en grupp an ordning 6
,

alla Gln .

Om <16
,
din On Chis Gelgrupper nu ordning ar 46 ar GlSa
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Kropp

Definition : En Kropp (F , +, X) leng . "field") ar en mange F on tra

operationar +, X Satann at

F1) (F ,+ ) ar en kommutativ grapp met O Som identitet

F2) (F) 503
,
X) ar en Commutativ grupp

F3) X ar distributiv M . a . p .
+

,
for alla ab

,
1 F

aX(b+ 1) = axb + a x c
,

(a+b)x( = aX( + bx)

Notation : X-tecknet skrivs oftest inte ht
,

eller skirs o

,
J .V .S

.
ab eller and

for a xb
.

(F ,+ ) Kallas den additive gruppen : F.

(F)(03
,
X) Wallas den Multiplicativa gruppen i F.

Ring

(R ,+, X) aren ring um :

R1) (R ,
+) ar en Kommutativ grupp med identitetselement 0.

R2) (R
,

X) ar Slaten on associativ me identitetselement 1.

R3) X ar distributiv map. +
,

for alla a
,
b

,
<R.

ax(b + c) = axb + ax)
,
(a+b)x( = nxL + bx

For en rins R Sager Vi alt aeR ar inverterbar Om Let finns

o &R Si w wa = n a = 1

U(R) = de inverterbara elementen i R.

Sats For en Wing (R ,+, x) Sar (UIR)
,
X) en grupp .



Polynomring

&] betecknar Mangden av polynom med heltalskoefficienter

a(x) = aj + a+ X + azX+... +anx
,

a, 2

& [x] ar en ving meb ablition on multiplikation ar polynom
a(x) + b(x)

,
w(x)b(x)

Additiv identitet are an multiplikativ identitat ar 1.

Pasamma satt kan en Ving R beteckna med R[X] Mangden a

polynom med ko efficienter i R.

a(x) = a + a + x + a
,
x +... + anXh

,
a& R

,
Yn > 8

a(x) + b(x)
,
a(x)b(x) definieras "Som Vanlist"

, Vakningar Skeri R.

R[X] ar en ring meb addition oh multiplikation on polynom .

alx)is grab
, Gegly) , ar det Starstan met and o

Com alla an = 0 Lvs alx) ar nollpolynomet ,
Kan Vi lata Jega(x) Vara -*)

Om a(x)
,
b(x) - REX] galler

Geg(w(x) + b(x)) = max) bega(x) , Legb(x)
Geg(a(x)b(x)) - beg a(x)+ bagb(x)

Om alx)
,
b(x) [F[x]

, polynom over en Kropp F galler

Jeg(a(x)b(x)) = Jega(x) + begb(x)

F[x] ar Aksa en Ving .

Andra Vingutvidgingar
De Gaussiska heltalen[i] = Satbi : ab 23 Wir i= -

Ex
.
(5)=a+ br : a

,be2)
,

[[i]
,
EE] ar vingav ,

QES] ar en Kropp.
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Polynomdivision

Polynomdivision : F(X)
,

Fen Kropp
, "Vanliga algoritment

Sats Om alx)
, b(x)EF(x) ,

b(x) f 0 finns entyligt bestamen

$(x) , v(x)EF[X] , dog r(x) < Jeg b(x) med

a(x) = b(x)q(x) + r(X)

Storsta gemensamma delave

b(x)w(x) betyber a(x) = b(x)h(X) for night h(x)& F(x)

Definition : Om a(x)
,
b(x) & F(x) oh

i) G(x)(a(x) ,
G(x))b(x)

ii) <(x)(a(x)
,

((x)(b(x) = ((x)(6(x) Saballas ((X) en strstn

genensam blare
.
Om Jessutom

iii)((x)r moniskt
,

dus higstagradskoefficienten ar 1 Kallas ((X)

den (moniska) Storste genenSamma Gelaven till alx) an b(x)

Vi Skriver 6(x)= Sgb(a(x) ,
b(x))

Enklides algoritm

Sats For (x)
,
b(x)EF(x3

,
(Fen Kropp) existerar G = Sgb(a(x) , b(x)

entybigt on 6(x) = x(x)a(x) + N(X)b(x) for nagra x(x)
,
Ni(x) & F(x)

Irreducible polynom

U(F(X)) = F1 503 (Konstanta polynom)

Om F ar en Kropp an f(x) & F(x) Sager V: att f(x) ar irreducibelt Omm

f(x) = g(x)h(x) = precis en av g(x) an h(x) tillhor U(F(x)



Om f(x) = g(x)h(x) ,

g(x) ,
b(x)E F(x) sin Jag g(x) , Geg h(x) 1

.

Di Wallas F(x) rebudibelt.

Faktorisering

Sats F en kropp .

Om r(x)EF(X] ar irrefucibalt On v(X) So(x) ... 5w(X) Si

rix)/S ; (x) for hight : I< #

Sats Fen kropp .

Om F(x) =ge(x) ... gr(x) = he(x) ... hg(x) : FEx]
,

mel

gi(x) , hj(x) irreducible
,
sir r = S Och gi(x) = Wihtil(x) Vi

,

his

Vie + 1503
,
&Se

Sats Faktorsatsan : Fen Kropp
,
F(x) EF(X)

,
& F

(x-x)(f(x)(=) f(x) = 0iF

Sats F en Kropp ,
f(x) & F(x)

, Geg)f(x)) =n31
,

Da har etrationen

F(x) = 0 higst n Volter : F
.
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Anbliga grupper

Om Fr ennig kropp ar F : S Karakteristik 0
,
/1) Cordningen for

mult it under addition

Sats Karakteristiken ar elt primtal p.

Da galler for Varje a F
,
n & att natat ...+a = 0 Sm . m .

a so eller

pln ,
Sa Xa or definiered for alla Xp .

For R
,
Q , Sager V : at

Karakteristiken ar 8.

Anbliga Kroppar ,

additiv grupp

Sats F enndlig kropp med kavakteristik p. Da Arden additive

gruppen (F ,+ ) = (px ... x(p = (p) for Nagot v31 . Specielt ar

(F) = pr

Andliga grupper ,
Konstruction

F(x]/(k(X) med relation alx)-b(x) ger Vingstruttur pi evivalentilasserm

Sats For p primtal on to(X) irreducibalt polynomi 2p[X] , deg(k(x)) = r >

Di &p[X)/(2(x) en kropp met pr element.
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Anbliga grupper , multiplikativa gruppen

Sats Den multiplikativa gruppen for en andlig Kropp ar Eyklisk.

D
.

V
. S . for IF1 = pr Sar (F(503

,
x) ~ <pre

Andliga Kroppar , Megasatsen

Megasatsen : For Varje andlig Kropp F met karakteristiken p galler :

Fl = pr Nagot V =

(F , + ))(p)r r-dimensionellt Vektorrum over Ep
.

(F1503
, x(Gr multiplikativa gruppen ar cytlist

For Varje r > 1 Och primtal p finns precis en Kropp F med /Fl= pr

Primitiva polynom och element

Ettelement& F kallas primitivt element i F om Let genererar hela
den multiplikative gruppen ,

dirs
.
(F1303

,
0 = <*>

↓(x) F(x] ar et primitivt irrebulbelt polynom om (x) ar el

primitivt element : F(x)/(* (x)

Mer Om Kroppar

Vi har Sett : k(x) ar irreducibelt : Ep[X] ar grab v
,

di an

2p(X)/(k(x) en kropp med prelement.

Om V: definierar a Som ett element Som uppfiller ((x) = 0.

Da kan Vise &p[x)/(k(x)) Somp() = Gare d*...+apatadae2

dix" Kan reducevas med(d) = 0. Delta ar Samma ide Som

D =R[i]
,

dir = -1
.

Kan outsa Strives & = R(X)/(x + 1)
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,
Sistadel innan tentan

Felrattande koder
,
introduction

Nair Felrattante 102 : 8 -> 000
,
1-111

Vikan da Korrigera etfel i en 3-tuppel ,
men Meddradet blir 3 ginger

Sai langt

Mat : Balda in butskapet por Smartare Satt Sai att Vi Bas Korrigen
utan at trebubbla langden.

Bokstaverna i orden Vi Skickaras fran en Kropp V
,
da Kommer

Orden Varai ett Vektorram v"jver en kropp ,
Vilket olks r en

grapp Som ar en direkt product on ben additiva gruppen I kroppen.

Vi Kommer Mastan bara prata om V = &2 .

OBS : Diskuterar entast at en bobstar andras
,

e ; alt tecken forswinner
-

oh hela meddelanbet blir bortave.

Felratlande kober

En (binar) God & ar en mange n-tupler an o : or ou :or,
d .

V . S .
CVV

,
N = 2 = 50

,
13)

For tra kodort # - (X
,

. ..

.,
Xn)

,= (y_
, . . .,
in) (2)" Si ar

austindet (Hammingaustandet)

2) : = # Si : xif y
=
)

Gvs antal positioner be skiljer Sig at.

↳ or en metrik Isom ar eff annot name pi distantsfunction),
LVS Jen uppfyller :



Minimala austandet for Koden 9 :

S : =min(C,

C kan upptacka upp till 8-1 fel

Sats En Kob & Kan Vatta e fel (till hirmaste Koord om 8)0) -2e+/

Starpackingssatsen

Sats Om Koden C
,

au langd N
,

Vattar upp tille fel
,

Sa galler

(((%) +(% ) +... + ()) = 2) = |vY)

Linjava Koder

Car en linjar kot om

CVS . C ar en delgrap till V" (t . 0 .
r

.
Gelrum till Vektorrammet VY

Lagranges Says = 1912
,

wis 181=22
, nagot #**

+
↓ Wallas dimensionen for kofen C.

For en linjir kod ir minimala austindet &latt alt ratra ht . Sift

Vitten for till W : = antal ettor : On Minimala (nollskilda)
Vikten Whin := min(W(IBEC ,Fo3

Sats For en linjar God &galler S)0) = Wmin(e)

Sats Om His alla kolummer ar dika Och (8) ,
Si rattar Olminst

ett fel.



↳20 2024 - 10- 09 (Foreigningsanteckningar , ej Sammanfattning)
(Sabnas Slides

· Kryptering
E-Krypteringsfunktion

f D-Gekrypteringsfunktion↳
B D(E(X)) = X

↑
6

.V . 5
. D = E

M
D

Meltelander Kryptotexter

Exempel :Ceasarstiffer

SVANTER BAST melbelande
TX B

UYC A

VzD B - kryptoext

E(x) = X + 3 (mo)24)
D(x) = x - 3 (mod29)

SubstitutionsKrypto
har varje botstar buts mot en annan

Enkelt alt Knacke med statistik

Vigenevkyte (2
,
1

,
4)

kLARTEXTENDAR
+ 214214214
MME



Blanketskiffer

Nickeln ar like lang Som texter

Ext problem or altkunskap Om E ger Kunskap Om D.

Kryptering med oppna hycklar

A skaffar sig funktioner Ea on Da Sabana alt

DalEx(x)) = X an EalDa(xI]

A berattar Ex offentligt ,
haller Da herlig .

Nar B Vill Skicka X till A
,

Sir Skinka han Ex(x?

Om inversen B ar star alt Valena ut ar Let barn A Som kar

seDalEa(x)) = X
.

Manga fortelau

B Kan Skilka hemligheter till A utan att be traffes first.

# nycklar Som behors ar mycket Farre

n personer behors n oppha Kryptofunktioner ,
men (2) Klasbiska

Krypton .

RSA-Krypto

A bestammer tra stora primtal p , I

hat n = p
. +

,
m = (p - 1)(f -1))= ((n))

A valjer oclsi Kryptonyckes e ,
1 < esm

, Sgt)m ,
e) = 1



A bestammer aukrypteringsnycke J
,

S
. a . ed = + (mdm)

(m
.

h
. a.

Emblides algoritm)

A offentligger n Oh a men hemlighiller 6
. Im

, p, glars book
,

als : heroliga)

Nur Ex(x) = X
*

(mrd n) on Da(x) = X
* (mod n)

Sats DalEa(y)) = X On EalDa(x)) = X

&evis . Bal Sign alt yet X mod n

Ellers Sats gar
XP) = 1 (ma) n)

2 =m1 = 16 = k . m + 1 night k .

D
.
V

.
S.

x
*

= yk
. m + 1

= (ya(n))0 . x = 10 . X =
nX

Exempel : A how Valt p = 5
,
4 + 11

n = 5 . 11 = 55

m = d)(n) = G(SS) = 15 - 1)(11 -1) = 40

A Valjer e + 3 do by Sg((40 ,
3) =

1

Enklides Enklites bablinges
40 =13 . 3 + 1 1= 40 - 13 . 3

j = - 13 = 27(mod 80)

a) Kryptura & oh skickt til A

bi) Avkryptera 7

I



a) En(4) = y = 64 = 9(mo 55)

Skickar a till A

b) Da(z) = 727 (mod 55)

Kan Valinas not med upprepar tradering.

12 = 44
,
74 = (74 = ( 6) = 36 (moSS)

18 = (i) = 36 = ( 144 = 361 = 31(m055)

11 = (84 = 1314 = 961 = 3411 Ess81 = 16 (mod 55)

Da 27 = 16 + 8 + 2+ 1

Si +2 = +1+ 5+ 2+-

-
21+5971 =332631 . 95 . 7 =... = 28 (moSs)

Svar: Da(z) = 28

Funkar om

- Start alt primtalsfaktoristm Stora tal

- Entri alt with stora prin
- Brkningar Gu gras effektivt.

(X"mod n) mh
.
a uppvelad kradvering

Fraga

Und In d i cl RSA-system meln= 193
,

a = 4)

A
-

11 B26 C54

↓



143 = 47 . 13

m = 18 - 12 = 120

↑ 4 . 47 = S17 (mod 120) = 37 (m00 120)
23 . 47 = 1081 = 4 .120+ 1 = 1 (mo420)

Elektronist signatur

Om 1 Vill Skicka X till A Oth berisa att Let hammer
from honom. Da lar 13 Sticke DB(X)

Na kan alla ,Laven Al
,
anvinda Eig our beriton

EB(PB(y)) = X

Om B Vill Skidda X till A bade Krypterat oth mol

Signator ,
2: Gar is Stickin

Y = DB)E(x) mus A

Akar dis Lisa
,

men ingen anna

Pa(Eg(y)) = Da EpDpEx(x) = DaEx() = X

Primtastest Ar Nett primtal

Nairt Kolla p/N Xprimtal per

Finns "effektive" test Som Olllog Nb) from 2002

Probalistiskt test

Fermat test mas basb
,

1 < b < N

Ar bN- = 1 (mas NI

I



Ar svaret maj : = In ar Ninte eff primtal

Ar sucret jou : => Nor Kanske elt primtal

Ide : Vi testan for Mangor Oliba basen b
. For Vialltid ja! So a

N primlet mat hig Saenolikhet

Tirar existen tal som as ar primtal men Flavor

Fermat testat Vb
,

1 < b < N
·

Dessa tal heter Carmichael thi.

8 m N Flavor Fermattestat for bus b who at Van

primtal kaks N for pseudoprimtal for bas b.

Exempels 110 = 1028 Fate

2340 + 121034 = 14 = 1 (ms344 341= 11 . 39

-
3↳1 Klara format tested i bus I men at ej printal

Si beb Visar alt 301 of printal

Ministe Carmicheltale or 569

Bittre primtastest or Miller-Rabins test

N-1 =
n

- 2" fir war eff ulla tal

test met bas b berlines bi =

32n =
- v1)(modN)

jer = -r ?
yar = 1 ? (wasN)



Om N ar eff primtal So ar allmdessa 1 eller night
ar -

1 -

#ass Ar bi = 1 sont or N printal
eller

:

(34)= 1 nst i

Nej -> N inte primtal
Ja - > N Easke primte

N primtes met sanslithet

Teste & ginger She Sannolithi N or printed > 1-14t


